I. IIINAKEX

1.1 Ydpo

1.1.1 Opiopde: 'Eva cbvolo k egodlacyuévo pe 80o mpdlelc + xou - ovoud-
(eton CWUA AV IXUVOTIOLOUVTAL Ol TOROXATL WBLOTNTES:
(A) (o) (Tpooetarpiotixndy WidTNTAL TN TEdodeonC)

(a+b)+c=a+(b+c), Va,bcek,
(B) (Mndevixd crouyeio): Trdpyet 0 € k této10 doTe
0O+a=a+0=a, Vack,
(v) (Tropén avtidetou otoyeiov): T xdde a € k undpyer —a € k tétowo

WoTE
a+(—a)=(-a)+a=0,

®) ( (Avt)-Metodetnr| Biotnta e tpdodeonc)
a+b=b+a, Va,bek.
(B) (o) (Ilpooetatpiotinf WBLOTNTO TOU TOANATNAGLAGLOD)
(a-b)-c=a-(b-c), Va,b,cek,
(B) (Movadiaio otouyelo): Tndpyel 1 € k tétolo tote
l-a=a-1=a, Vack,
(Y) (TropEn avtiotpogou orotyelov): T xdde a € k \ {0} vndpyer a! € k

TETOLO WOTE
1 -1

a-a” " =a  -a=1,
() ( (Avt)-Metadetuxr) idtnta Tou ToAATAACLICUOD)

a-b=b-a, Va,bek.

() (Empeplotind diotnta)

a-(b+c)=a-b+a-c, Vabcek.

HMopadeiypoto: 1) Xto (R, +, ) iavomolodvion oL napamdve Widtntes, dpo
to R elvon oo



2) ¥vo (C,+, ) wavonotolvton oL tapamdve Widtntee, dpo 1o C elvar adyo.
3) X0 (Q,+, -) wavonowovian oL Topamdve WidTnTeS, dpo to Q elvon odpa.
4) To (Z,+,-) 8¢ eivar codpa SidT To 2 dev €yel avtioTpoyo.
5) Eotw k = {0,1}. Oplouvye tic tpdieic:
0+0=0
O+1=1+0=1
1+1=0
praes
0-0=0
0-1=1-0=
1-1=1

Mrnogolue exoha VoL SLOTLE TWGOVUE OTL LXAVOTIOLOUVTOL Ol IBLOTNTES TOU 0pLOUOU
1.1.1, dpo to k = {0, 1} elvon ocdpor (oupBolileton pe Zs).

Ané ta mopandve oopata, o Q C R C C elvan dnetpa oodpota, eved o Zg eivor
TENEPUCHUEVO COUOL.

1.2 TTivaxec

A €d6 xou 510 €€xig o suuBoriCoupe pe k to GUvoho twv pNTHV ¥ T0 GUVOAO
TWY TEAYUATIXWY 1} TO GUVORO TeV wiyadedv aptiudy. Anhadh k =Q Ak =R 7
k=C.

Optopoeg 1.2.1: Mia dudtadn otouyelowv evog owpatoc k oe poper opdo-
YWVIOU OYNUATOS ATOTEAOVPEVT Al M-YpuuUéS xaL n-oTHAES, Aéyeton Tivaag
m X n. Anhadm, éotw A évag nivoxag m x n, téte Vo ypdpoupe:

a1l aiz - QAin
a1 Q22 - QA2p
A=
am1 Am2 s Qmn
Erilong Ya yedpouue
A = (aij),

eVVowvToC Tov Tivaxa mou €xel otn Yo (4, 4) t0 oToyelo a;; yio 1 < i <m
xw 1 < 5 < n. To obvoro twv mvixwy m x n pe otoela oo owpa k Yo
ouuPoriletar Ye My xn (k). Touc mivaxee Yo cupBoriloupe cuvidoe pe xepohaio
yeduuarto e EXmvixic | tng Aot ahgafritou.

‘Otoy m = n (Snhadh av 0 apripds TV YeauU®Y looltol e Tov optdud twy
oTNAAY), téTE 0 Tivaxac Yo Aéyetan TETEAY wVIxO0S. To clvoho Twv TETpoYw-
VIXOV TWVEXwY 1 X n Je ototyelo oto odpa k Yo cupPorileton pe M, (k).



Avo nivaxeg A = (aij) € Mimxn(k) xou B = (bij) € Myxn(k) e loou av
XU HOVOV av @i = by e xde ¢ =1,2,...,mxu j=1,2,...,n.
, , 2 -3 1 , , ,
IMopadeiypoto: o) O nivaxac A = 4 8 _o elvan €vag mivaag

3
2 x 3 ye otouyela mou avixouv ato Q 1 oto R ¥ 670 C.

0 1
O nivaxoc B = elvou évac mivaxac 2 X 2 ue otolysior Tou avAxouy
\/i 8 % X l

cto R fpoto C.

v) O nivaxag C = < 1 0 > ebvan évag mivoxag 2 X 2 ye ototyelo mov avi-

xouv oto C.

1.3 IIpd&eic ITvdxwv

1.3.1 Ilp6cVecon ITwdxwy

I va mpoo¥écoupe dVo mivaxeg VYo mpénel autol vor €xouv tov Blo aprdud
Yooy xar otnAey avtiotolys. ‘Eotw A = (aij) € Mpmxn xou B = (b;;) €
M xn. Opilouue 1o ddpoopa twv 8o mvdxwy C = A + B, w¢ tov mivaxo
C = (¢ij) € Mymxn V€ Cij = a5 +bij, yiaxdde i =1,2,... ,mxuj=1,2,...,n.

Anhady) n ntpdodeon dVO TVAXWY:

a1 a2z - Qip bir bz -+ bin

azi Q22 - A2p b21 bag -+ ba,
A= } . ) ) € Mpyxn(K) xou B = .

Am1 am?2 Tt Amn bml bm2 et bmn

yivetoaw we e€ng:

a1 + bu a2 +biz -+ aip +biy
ao1 +ba1  any +ba - aop +boy
am1 + bml Am?2 + bm2 o Omn + bmn

’ , (1 3 -1 _ (7 61
Hogddewypa: Eotw A = (8 _9 O>xaLB<\/§ _3 9>.

Tote

147 3-6 —1+1 § -3 0
A+B(8+\/§ —2-3 0+9 >(8+\/§ 5 9)'

1.3.2 IToA\anhaciacpoc aptdpwol pe Ilivoaxa

‘Eotw A = (aij) € Myxn(k) xou X € k. Opilouye tov mivaxa A+ A := (Aa;j) €
Mypsen (K).
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a11 ai2

Anhady) o toAhamhaclaouds evog aptduod A € k ue évay mivoxa: A = e
am1  am2
My xn (k) opiletan we e€hc:
Aai1 a1z - Aain
Nodo | e Ame A My (K).
N Aty M
IMapdderyupo: 'Eotww A = ( _i) (2) ) Téte
sas (2 ).
‘Eotw A € Myxn(k). OpiCoupe tov mivaxa —A = (=1) - A € My xn(k).

Kotd ouvéneia unopolpe va oplooupe tnv aupalpeom mvixwy:
A—B:=A+(-1)B.

1.3.3. IToAhaniaciacuoc ITvdxwy

‘Eotw A € Myxn(k) évac nivaxac m x n xaw B € Msyi(k) évoc mivexog
s x t. T var mparypotomowndel o nodAhaniaoloouods A - B anoutelton n = s, dnhadn
0 optdudC TV GTNADY Tou TpWTou Ttivoxa Yo TEETeL Vo LooUToL YE ToV aptdud Twv

YOV Tou delTEpou Tivaxa.

Eotw A = (a;j) € Mpmxn(k) xaw B = (bij) € Mpxi(k).
ywopévo C = A - B tov nbvaxa C = (¢;5) € Mpxi(k) pe

n
Cij = D p—1 @itbej = ainbij + aiobaj + -+ + Ainby;

Optloupe w¢ T0

(1).

IMopadeiypo: 1) 'Eotw

3 =2
A:((l) Z _}>xmB: 0 -3
1 4

téte

A'B:(1'3+7'0+(_?:1 1.(_2)+7.(_3)+(—1i:j):<2 —27)_

0-3+4-0+41-1 0-(—=2)+4-(=3) +

2) Eoto

Q1n
A2n

amn



téte

1 1 0 1
AoB<_1 O)KO(LB'A(_l 1).

Ané 10 TopATAvVe TOEEBELY O CUUTEPAVOUUE OTL O TOANATAACLOGHOS TVAXGY
dev elvan avtipetodetinde. Anhadn, ev yéve,, A- B # B - A.

1.4 ISt6ttec ITwdxwyv

1.4.1 Opiopoég: Ovoudlouvye Movadiaio § TavtoTind nivaxa tov Te-
TEAYWVIXd Tvoxa 1 X 1 Tou omolou To oTotyelo TNg dSorywviou efvan (oo pe 1 xon
Ohat Tt dAAoL oTotyela ebvon undév. Anhadn

10 --- 0
01 --- 0
In = . 5
0 0 1
o onolog ypdpeTal

[0, i)
HE‘5“_{1, yai=j

1.4.2 Opiopwoég: Ovopdlouvpe Mndevixd tov m x n mivoxa mou 6ho Tou
Ta otouyelo efvan undév, dnhady

0 0 0

0 0 0
0= )

0 0 0

1.4.3 Ilpétaom: Eotw A = (a;j) € Mmxn(k), B = (bij) € Moxe(k) xou
C = (cij) € Mpxq(k).

(1) Av m = s xau n = t, dnhad” opileton 1 npdodeon tou mivaxa A pe tov
nivaxa B, tote

A+B=B+ A (avtpetadetnd WBiotnta tne npdodeonc).

(i) Avm = s =pxun=t=q, Inhadf opileton 1 tpdodeon Twv TViXWY
A, B,C, t6te

A+ (B+C)=(A+B)+C (npoocetouplotix| WLOTNTA Tne npdodeonc).

(1ii) A+ O = A, v xdde ivaxar A.
(iv) A+ (—A) = O, yio x&de nivaxa A.



(v) A-I, =1, - A=A, yia xdVe tetporymvixd mivoxa A.
(vi) Botw n = s xa t = p. Téte

A (B-C)=(A-B)-C (mpoocetouptotixt Lot 10U ToA/opol).
(vii) (a) Eotw n=s=pxut=p, 161
A-(B+C)=A-B+A-C (eupeplonxnd Bi6TnTa ond o dplo Tepd).
(b) Ectw s =p xoar t = g =m, t61€

(B+C)-A=B-A+C-A (emyepotixh) étnTo omd 1o Sedid).

A+B = (ay)+ (b
= (bij + aij)
B+ A

(asj + bij)

ATod: (i) Oewpolue A = (a;;) xaw B = (b;;). Eyouue
) =
= (bij) + (aij)

(#7) Oewpolpe A = (a;j), B = (bi;) xu C = (¢;5). Eyouvye

A+(B+C) = (ay)+ ((by) + (ci5))
= ((aij) + (bij)) + (cij) (npooetoupiotint| Wi16TTAL 670 k)
= (A+B)+C

(t4i) TTpogovée
(1) Ipogavéc
(v) Eotww A = (ai;) xou I, = (0;5). Av A- I, = (¢;;), 61 and tov TONO

1.3.3(1) éyoupe
Cij = Z aikékj = Q5.
k=1

Apa A - I, = A. 'Opowa delyvoupe 6n I, - A = A.
(vi) Oewpotye A = (ai;), B = (b;;) xou C' = (ci;). Exoupe

A-B= (dij)7 uE dij = Zaifbgj (1)

Yuvenwe,

B

)
Q
I

(Z dikCry)
k=1
= -0 aibum)er))

k=1 (=1

= (Z aw(z bererj))  (2).
=1 k=1

—~
N2



And tnv dAAn peptd €youpe,

t
B-C= (eij), UE 67;j = Z bikckj (3)
k=1

Yuvenwg,

A-(B-C) = (O aies)
=1

©® O aid boers)) (4.
k=1

=1
Ané e e€iodoec (2) xou (4) oupnepaivoupe 6tL (A-B)-C=A- (B-C).
(vii) (a) Oewpolpe A = (a;5), B = (bi;) nu C = (c¢;5). Eyouue

A (B+C) = (Zaik(bkj+0kj))

k=1

= [(Z @ikbk]’) + (Z aikckj)]
k=1 k=1

= O ambey) + O aicry)
k=1 k=1
= A-B+A-C

(b) Opola pe o (a) amodewvioupe 6t (B+C)-A=B-A+C- A0

1.5 Abvaur ITivaxa
‘Eotw A € M, (k) évac tetpaywvixdc nivoxac n x n. Ioyle,

A2 = A-A
A3 = A.A-A

n—QOpEC
—_——
A" = A-A---A.

Erlong opiCoupe
A% =1,.

Yrohoyilovtac to teTpdywvo Tou adpolcuatoc dUo TeTpayWVIXGOY Tvdxwy A, B
Beloxoupe:
(A+B)?=A>+A-B+B-A+B> (1)



Av ol nivaxec A, B yetatidevton yeta€d toug tote N mopandve e&lowaon yivetow:
(A+B)?=A?+2A-B+ B~

ITio yevixd 1 n-ootr 80voun tou adpolopatog BUO TETPAYOVIXWY Tvdxwy A, B
nou petotidevton yetadd toug divetan and Tov TUTO Tou dlwviuou Tou Neltwva:

1.5.1 Ilpdbtaon: Av o nivoxec A, B € M, (k) yetatidevtoan petald toug
ToTE!

(A+B)n: " A"+ " An_l-B—i— " A”_Q.Bz+...+ n A'Bn_l—i— n Bn,

omou (3) = ﬁlk),, pen!=1-2---nxu 0l :=1.
Arod.: H anddeln etvor €€w and toug oxonols tou pardfuatoc.[]

IMapddevypa: No Beedel n n-ooty S0voun tou nivoxa

1 11
A= 0 1 1
0 01
O mivoxac A ypdepetou:
100 0 1 1
010 ]|+]100 1 |=I+58,
0 01 0 00

0
omov B = 0

0
peto€l TOUS, EMOUEVC UTOPOUUE Vo EQUPUOCOUUE TOV TUTO TOU BLvOUoU Tou
Nebtwva:

n_ (T n n n—1 n . pn—1 n n
(Is+ B) _(0>13+(1)13 B+ +(n1)13 B +<n>B. (1)

Enedn o I3 elvan o povadiaiog mivaxog, éyovue 15 = I yio xdde n € N. And v
GAAn peptd unohoyiloupe Tic duvdpelg tou B:

1 11
A=10 1 1 | =
0 0 1

O O =

1
1 ) Hapatneotye 6tu o nivaxeg B xou I3 petotidevron
0

01 1 01 1 0 0 1
B*2=B-B=| 0 0 1 001 ]=(0wo00o0
000 000 000

pidei
01 1 0 0 1 000
B*=|10 0 1 000]=(o00o0o0],
000 000 00 0

dNAad” o pndevixde mivaxac 3 x 3. Katd ouvénewr BY = O yio xdde k > 3.



Yuverde, and tov tomo (1) éyouye:

A" = (I3+B)"
=0 -0
n n n— n n— n n— n /?
= 13+<1)13 1-B+<2)I3 2-B2+(3>13 3-B3+~-+<n>B
_ 13+n13.3+@13-32
= I3+nB+ (2 1)32
100 01 1 n(n—1)001
= (0 L0 )+n| 001 J+="—=]000
0 0 1 00 0 0 0 0
1 n n(n+1)
= 0 1 n
0 0 1

1.6 Awayoviog Iivaxag

Optopodc: Evog tetpoywmvinde mivoxas n X n ovogdletal Sty dvIog av 6l
Ta otolyelo extdg dlaywviou elvon 0, dnhadh av elvon Tne Loppnc:

A0 0
0 A 0
0 O An

Ou 1o ouuBorilovye pe diag (A1, A2, ..., Ap).

IMopdderypa: Eyovue Is = diag (1,1,1)

1.7 Khpoaxwtog Ilivaxag

1.7.1 Opgiwopodg: Evac m x n nivaxoac, ovoudletol XALRAXWTOS, oV Xl
Hovov av,

(7) 0 mpwTOo Un uNdevind otoryelo (arnd o apoTepd), xdde wn undevixic Yo~
ung, etvan 1. Autéd 1o otoyeio ovoydletan NYETIXO.

(#) To nyeuxd 1 oe xdde pn undevixn yeauur, Peloxetar ota de€id tou nye-
Txo0 1 e xdde mponyoluevne.

(447) O un undeviréc ypouuéc epgaviovton e (ndve) ond Tic undevinécypa-
uéc.

Topadeiypota:



1 0 -1 2
a) 0 1 1 3 HAPAXWTOC
00 11
1 0 3
b) 1 2 0 | unxdpaxntog
1 10
01 5
¢) 0 0 1 HAPAXDOTOS
0 00
1 020
d) 0 0 0 0 | unoxhyoxewtog
01 0 2
010 2
e) 10 2 0 | unxhpaxwntoq.
0 0 0O

1.7.2 Opiowdg: 'Evoc xhpaxwtdg mivoxas ovopdletal ovnyYREVOS XA
AOTOS, OV Xol UOVOY av, TO NYETXO 1 o€ xdde un undevixy| ypouur eivon to uévo
un undevixd otolyelo oty oA otny onola Peloxeton to 1.

Iopdderypa:

AV YUEVOS HAUOXWTOC.

O O =
o = O
= o O
W N

1.8 Avziotpogog Ilivaxag

1.8.1 Opwopdc: Eotww A € M, (k) évac tetpaywvindc n X n wivoxoc. Oo
Mue 61t 0 A eivor avTioTeEdLpog av xou udvov av undpyet évog mivoxas B
n X n, TE€T0l0C WO TE

A-B=B-A=1, (%

O B Myetow avticTpogpog tou A xou cupBorileton pe AL
1.8.2 ITpotaom: O avtiotpogog evoc avtio tpédulou mivoxa elvol Lovadixog.

Amrod.: 'Ectww B, C 80o avtiotpogot tou nivaxa A. Téte and tov opioud xau
v eZiowon (x) éxouye:

A-B=B-A=1, (1)
B-C=C-B=1, (2).
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Katd cuvénelo éyoupe,

@

c=c-,Yc.(a-B)=( 4.2

2 1..B=B0O

1.8.3 Ilgdétaom: Av A, B elvon 8o avtioteédulol nivaxeg, tote xou o A - B
elvon avtio Teéduuog xan

(A-B)y"'=B"1.AL.

Arod.: Enedr oo A, B elvon avtiotpéduuol nivaxes, omd tov oplogd xou thy
elowon (%) éyoupe:

A A=At 4=1, (1)
B-B'=B"1'.B=1I, (2.

Ernlong éyouue

(A-B)-(B™'- A7 A-(B-B7Y). A7t

—~
no
~

= A-I,-A!

= A-A7?

Ul

xan amd TNV GAAT pepLd
(B7'-A™hY.(A-B) = B ' (A'-A)-B

Y p1.1,-B

= BB

@ .

‘Apar cOugwve e tov oplopd, o A - B elvon avtioteéduuoc xou (A - B)7t =
B71. A0

1.9 Avdotepogog ITivaxag

1.9.1 Opiowoc: Eotww A € My xn(k) évac m x n nivaxag (ot anapoitnto
tetpaywvxdc). Ovoudloupe avdoTeogo nivaxa tou A, tov mivaxa n X m, o
omolog €yel Ypauués Tic oThhee tou A xou oThAec T Ypouués Tou A. XuuBoli-
Coupe pe A' Tov avdoTpogo tou mivoxa A.

Iopdderypa:
1 2
ava=( 29 ) weear=| 01
2 1 3 2 3
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1.9.2 ITpétaom: 'Eotww A, B 8bo tetpaywvixol nivaxes n x n. Térte,
i) (A+ B)! = A" + B".
it) (A- B)t = Bt - A,

t AT\'.(,)S.: ’E/csrog A = (aij) xou B = (bij). Tote A = (aj;) ue aj; = aji xou
B : (b”) he Zt)ij D bji. / / / / / t t
(1) (A+B)" = ((ai;+bi;)") = (aji+bji) = (aj;+bi;) = (aj;)+(bj;) = A*+B".
(ii) 'Botw A- B = (¢;j) Y Cij = D p_y Qikbrj. Tore,
(A-B)' =(ci;) = (cji)

= (Z @jibri)
=1

(Z b;ka;cj)
k=1

= B'. A
= ((a30)") = (ai;) = A.

l ji) = (6i5) = In.
") = ((Aaij)') = (Naji) = AMaj;) = AA".O

1.9.3 Ilpotaoct: Eotw A tetpayowvixde nivaxoc n x n. Toéte, o A eivan
avtiotpédipoc av xou pévov av o Al elvon avtiotpédipoc. Emnhéov av o A elvou
avtioteédruoc, téte (AH) T = (A1)

Arod.: (=) Eotww A avustpédigoc. And tov oplopd mpox TTeL 4Tt UTHPYEL
Al ttooc dote A- AL =1, = A1 A Talpvovtag Tov avdoteopo xou oTa
000 WEAN TNC LlodTNTOC:

(A-A Y =1 —= AN - A'=1, (1)

‘Opota omé v e€lowon A1 A = I, nalpvoupe tny e&iowon A% (A1) =1, (2).
Amé e e€iodoeic (1) xou (2) mpoxdntel 611 0 aviiotpopoc Tivaxac tou Al elvou o
(A=HE, dnhadh o A! elvon avrioteédipoc xon emmhéoy éyoupe (A~ = (A71)L

(<) Eoto A" avtiotpédipoc tdTe omd TV TEONYOLUEVY ToRdYEopO TEOXU-
ntel 6t o (AY)? etvan avtiotpédipoc dnhadh o A ebvou avtioteéduuoc.[]

1.10 Xvppeteixol, Avticuppeteixol xouw Opdoywviot ITivaxeg

1.10.1 Opiowoi: (i) Evac tetpaywvinde mivoxos A ovoudletor cLuUe-
TEWXOG av xou uévoy av A = A.
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(7i) 'Evoc tetpaywvinde nivaxac A ovoudletol oVTLIOLUUETEIXOS oV X0l
povov av At = —A.

(7i1) Evoc tetporywvixde nivoxag A ovopdleton opBoydviog av xou pévov
av At A=A -At=1,.

Iopadeliypota:
1 2 -3
(7) 2 0 3 |, ouppetpdc
-3 3 4
0 1 4
(7)) -1 0 —2 |, aviioupuetpnde
-4 2 0
1 1 2 2
(uz)§ 2 1 =2 |, oploymwvioc.
2 -2 1
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